Modélisation

Remarque préliminaire : ce texte était destiné a servir de support de stage et est donc peu détaillé.

|. Introduction

A Généralités

La modélisation consiste a trouver un modéle mathématique correspondant a un phénomeéne physique donné. On peut
¢élaborer un modéle a partir de théorie (modéle de connaissance: pression de vapeur saturante, Maxwell - Hertz, RLC), ou a
partir de 1'expérience (modéle de représentation : Galilée, Descartes). Mélange : Coulomb, interfrange, F=-kx, U=RI.

En fait les deux sont souvent inextricablement liés. Le modéle de connaissance peut apporter la fonction représentant le
phénomene et le modele de représentation la valeur des paramétres. Le cas linéaire conduit sans probléme a des modeles de
représentation mais se pose le probléme du domaine de validité. cf. Ampére, non linéarité (milieu matériel en élasticité,
optique), interfrange, Galilée Einstein.

En automatisme, on raisonne avec des boites noires sur lesquelles on fait la seule hypothése qu'elles obéissent a des
équations différentielles linéaires. La modélisation dans ce cas revient a déterminer les coefficients de I'équation différentielle.
Le processus étant toujours le méme, on a pu élaborer des techniques particuliéres non traitées ici (méthodes d'identification).
C'est typiquement un modéle de représentation.

On dit que I'on a une modélisation explicite lorsqu'on connait le comportement d'une grandeur physique par une fonction.
Sinon c'est une modélisation implicite (équation algébrique ou différentielle).

On dit que 'on a une modélisation linéaire si la fonction est linéaire par rapport aux parameétres.

11 faut enfin distinguer entre recherche d'une valeur et vérification d'une loi. Par exemple, pour la loi d'Ohm, pour vérifier
celle-ci, il faut faire varier l'intensité du courant de maniére notable, la résistance étant alors la pente de la droite, alors que si
l'on cherche la valeur d'une résistance obéissant a la loi d'Ohm, il convient plutdt de choisir l'intensité de maniére a avoir une
mesure précise, la répétition des mesures n'accroissant pas forcément la précision de maniére significative [2].

B Critere

Soit deux variables y et x reliées par une fonction y=f(x,a¢,bp), ay et by étant des paramétres. On appelle yy,x, un couple de
valeurs mesurées parmi N. Le critére doit faire intervenir une somme sur €=y,-f(xy,a,b). & n'est pas nul en général a cause des
erreurs de mesures (sur yy et xi) et de structure (sur la fonction f). Cette somme ne peut étre celle des €, a cause des
compensations possibles entre valeurs positives et négatives. Pour éviter ces compensations il faut faire disparaitre le signe par
une valeur absolue ou un carré. On prend le carré qui se préte davantage a des études mathématiques. On va chercher a

o e e I 2 s e . o] . A :
minimiser le critére J = Zsk . On peut remarquer que les différents points expérimentaux sont affectés du méme poids, on

peut envisager d'améliorer la signification de J en pondérant les points par l'inverse de l'incertitude au carré [9],[3]. Le fait
d'avoir un carré va privilégier les points de forte valeur. Voir également [8] les problémes liés a 'anamorphose. On appelle a,

et b, les valeurs optimales des paramétres.

Il. Linéaire par rapport aux parameétres (moindres carrés)

A Un paramétre

La relation s'écrit y=a.x.
2
J= Z(yk —ax, ) =a’ Zxkz + Zaz YiXe T ZYkz . On voit que J(a) est une parabole que 1'on peut écrire

. - L dJ . - . .
J=0.a’+B.a+y. Si on cherche le minimum en écrivant que T = 2aa + b = 0 (C'est bien un minimum puisque le coefficient
a
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de a” est positif), on trouve : a, = (a comparer avec a, = E zﬁ ). On a d'autre part

Xy a

B Régression linéaire
L'équation est y=ax+b. La technique est la méme. La fonction J(a,b) est un paraboloide. En écrivant que

dJ 0] >x2 Zxilla 2y,.X
=0et| — | =0, on obtient le systéme suivant Xk « = YKk

da ) b ) Sxi N]|b Sy,

que I'on résout par la méthode
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de Cramer : a =Nzykxkzykzxk etb :Zxkzzykzxkzykxk.
CONE(Es) T NER(Es

Cela correspond a la technique de calcul des calculatrices et est le correspondant numérique de la recherche graphique
d'une droite.

C Isocritere

La paraboloide J(a,b) étant plus difficilement visualisable que la courbe J(a), on préfére représenter J par des courbes
J=C* dans le plan (a,b) appelées iso critéres ; ce sont des courbes de niveau : ellipses centrées sur l'optimum. Ex : y=1*x+1.
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D Généralisation

On peut généraliser dans deux directions :

y=ax’+bx-+c c’est-a-dire une fonction de plus de deux paramétres ou y=ax+bz, c'est-a-dire une fonction de plusieurs
variables. L'important est que la fonction soit linéaire par rapport aux paramétres. Dans ce cas on n'a pas d'équivalent
graphique comme au §2. On obtient un systéme linéaire d'ordre égal au nombre de paramétres. Dans le cas général, il n'est pas
question de donner une formule pour calculer a, b, c... on résout numériquement le systéme.

n

a

g

Fig. 1

E Linéarisation

Lorsqu'on a une formule non linéaire, on peut se ramener au cas précédent en effectuant un changement de variable
appelé anamorphose. Une remarque cependant, cette transformation change le poids attribué a chaque point, et une
modélisation directe ne donnera pas les mémes valeurs pour les coefficients, sauf bien siir si la fonction est exacte.

Ex : fichier J1 v=a*exp(-b*t)

v=a*exp(-b*t) conduit a a=1£0,001 et b=0,99610.001

In(v)=In(a)-b*t conduit a a=0,96+0,04 et b=0,9710,01

lll. Non linéaire (Méthode du modele)

A Généralités

Si la fonction y(x,a,b) n'est plus linéaire par rapport aux parameétres, les coefficients des matrices précédentes ne sont pas
des constantes et on ne peut trouver a et b en une seule étape (inversion de la matrice) comme précédemment, on va donc faire
une recherche itérative. Il faut pour cela avoir un point de départ (initialiser les parameétres) et un algorithme.

Pour comprendre le principe de la méthode du modéle, on suppose d'abord le systéme localement linéaire (ce qui revient a
dire que l'estimation proposée comme point de départ est proche de 1'optimum). On a donc :

of of
fx2,5) = x,85,b) +(2 =2,). =+ (b=by). =

B Un paramétre

S'étant donné une valeur approchée a, pour déterminer a, il suffit de trouver la valeur de (a- a,), or on sait que a,

. B 2a.0p J
correspond au minimum de la parabole J(a). On a (al0 - a) = 2— a= 2— = — . Il suffit donc de calculer J' et J".
(0 o
, df ., 2 of Y
1=%(y,~f (xia)) soit J =2-2(yk—f(xk,a))a et J =2-Z(yk—f(xk,a))-%+2-2(a—a]
a
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On néglige en général le premier terme 4 cause de la présence de e, =y, -f (xk,a), ce qui a l'avantage d'éviter le calcul de
la dérivée seconde (Méthode de Gauss-Newton).
| Q&0 AU |
On obtient donc finalement (a0 - a) =<~ S le systéme était linéaire on obtiendrait directement a,, en fait on
2.0
k

recommence 1'opération jusqu'a avoir J' suffisamment petit ou J stable (Minimum atteint).
J

3
0.6 0.9
a

Fig. 3 y=1/(1+a.t’)

C Méthode de Gauss - Newton

C'est la généralisation de la formule précédente a plusieurs variables. En supposant toujours le modele localement

aJ

linéaire, la recherche du minimum revient a trouver les valeurs a, et b, deaetb vérifiant: — =J,=0 et —=7],=0

db

soit JA(a,,b,) =JAa,b)+(a, —a).J, '+ (b, —b).J 5 = 0 et de méme pour J',. On obtient donc le systéme suivant :

J " J " a. —a T
“ ® 10 =| " |. On peut donner une interprétation géométrique simple si J" =0 et J" =J" =l . Alors
J " J " b —b J ab aa, bb
ba bb 0 v

’
a

Jv
méthode possible (méthode du gradient). La méthode de Gauss - Newton est plus rapide, car la ligne de plus grande pente ne
décrit pas une droite dirigée vers l'optimum, sauf si les iso critéres sont des cercles.
Le calcul de J' est analogue au précédent en remplacant la dérivée par une dérivée partielle.
of of
J"devientJ ' = 2.2 —.— etc...

da db

la recherche de a, et by se fait dans la direction de |: :| , c'est-a-dire celle de la plus grande pente (c'est d'ailleurs une

D Stabilité

Les raisonnements tenus ci-dessus supposaient une quasi linéarité. Dans la cas contraire (initialisation des paramétres
avec une valeur de a trop lointaine de a, ), J(a) n'est plus une parabole et les isocriteres ne sont plus des ellipses. Si la forme est

voisine (concavité), c'est simplement un probléme de convergence plus lente.
b J

0.4 1.6 0.6 0.9

Fig. 4 y=a.sin(b.t) a=0,6 b=0,6 Fig. 5 y=1/(1+a.t}) a=0,5
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Si la concavité change, J" change de signe et la méthode diverge (on se déplace vers le maximum). Le probléme de signe
est évité grace a l'approximation lors du calcul de J" assurant que celui-ci sera toujours positif. Il reste le probléme des points
situés au voisinage du point d'inflexion (J" tends vers 0 et donc a, - a vers l'ec). Lorsqu'on s’aper¢oit d'une divergence (J

augmente au lieu de diminuer), on revient en arriére par division successive de l'intervalle par 2 jusqu'a obtenir une diminution
de J.

03 09 T35 06 T5 2 138

Fig. 6 y=a.exp(-b.t) a=0,5 b=2 Fig. 7 y=1/(1+a.t’) a=1,9

11 peut aussi se poser un probléme si la nouvelle valeur du paramétre obtenu conduit a une erreur de calcul (Ex : lors de la
recherche de v, par log (Veq - V) , 81 v, devient plus petit que I'un des points expérimentaux). On utilise dans ce cas une

méthode analogue a celle de la divergence de J.

Enfin dernier cas qui ne peut étre résolu de maniere simple, celui ou il y a des minimums secondaires. Si la valeur initiale
est dans la cuvette de celui-ci, c'est cette valeur qui sera trouvée. (Ex : "harmoniques" dans le cas d'un sinus).

Ci-dessous graphe de 1'écart entre la fonction 0.8.sin(2t) et la fonction asin(bt). Les courbes bleues représentent le
parcours de recherche de a et b par minimisation. Or des minimums locaux, il y en a comme ¢a un grand nombre (les
harmoniques et méme les sous harmoniques). La solution est lorsqu'on a trouvé un minimum, de rééssayer ailleurs. Si on a
quelques minimum locaux ¢a marche, mais avec les sinusoides qui en possédent une infinité c'est plus problématique.
Autrement dit dans 1'état actuel, il est difficile de trouver les paramétres d'un sinus sans une initialisation fine

!

2.4°
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- Fig. 9 y=sin(a.t) a=1,5
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D

Fig. 8 y=a.sin(b.t) a=0,8 b=2
E Equation différentielle

1) Equation d'ordre un
Soit une fonction différentielle linéaire du premier ordre y'=f(y,t,a). La technique est la méme, ce qui change est la
maniére de calculer y et dy/da. On détermine y par une méthode de Runge - Kunta (voir annexe). Le probléme est qu'on ne
connait pas explicitement y(t,a) et qu'on ne peut donc déterminer dy/da. Si on dérive 1'équation par rapport a a, on obtient

d(dy) of dy  of

I'équation —| —— [= —.——+ — autrement dit la dérivée obéit elle-méme a une équation différentielle. On obtient donc

dt{da ) dy da oa

un systéme d'équations différentielles.
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2) Valeurs initiales

Un probléme qui se pose est celui des valeurs initiales nécessaires pour démarrer 'intégration du systéme d'équations
différentielles. Pour I'équation en y, on peut prendre la valeur expérimentale ou la considérer comme un paramétre. Pour les

équations différentielles régissant les parameétres, on initialise 9y a 0, puisque a l'origine f est fixée (valeur expérimentale ou
a

autre parametre). Si on prend y,, valeur initiale de y, comme parameétre il faut initialiser 9 a 1, par définition méme de y, .

Yo

3) Equation d'ordre deux

Le probléme vient surtout de l'initialisation des dérivées premicres. Ces derniéres sont connues de maniére expérimentale
peu précisément, on doit donc les considérer comme parameétres.

F Initialisation des paramétres

Le probléeme posé a I'utilisateur d'une modélisation non linéaire est bien sir la phase d'initialisation des parametres. Il peut
étre aidé par une connaissance a priori de son systéme, sinon vu qu'un ordre de grandeur suffit pour assurer la convergence
dans la plupart des cas, on rappelle ci-dessous quelques méthodes usuelles.

t t
y =aexp: y = a.sin(.t +0).expt
Diagramme de Bode ordre 1, 2 supérieur : rencontre des asymptotes, hauteur relative du maxi.

IV. Intervalle de confiance

Dans ce paragraphe on suppose que la fonction décrit correctement le phénomeéne et donc que I'écart entre points
expérimentaux et calculés est du aux incertitudes de mesure.

A Introduction

Soit une droite y=ax+b avec des points dispersés, il est a peu prés évident que a et b sont mal déterminés, mais que, de
plus, les deux sont corrélés, c’est-a-dire que la probabilité de trouver b=b; et a=a; n'est pas égale a P(a,)*P(b;). Ceci limite
l'interprétation des incertitudes.

B Un paramétre

On dispose de N mesures yy et x,. On suppose x mesurée exactement et y bruitée, c'est-a-dire y,=apxy+cy, ¢ étant le bruit
variable aléatoire indépendante de moyenne nulle et de variance ¢ (Cela revient a supposer une incertitude constante). On a vu
2y X 2c, X

YiXe _ q + =5 zk

2 0
XXk ZxXi

que l'on estime ao par a =a, + Aa = , on trouve que l'espérance de Aa c'est-a-dire en pratique la

Zexi |- ZE(c)x

2 2
Xk sz

moyenne de Aa sur un grand nombre de mesure vaut E(Aa) = E = () puisque x, est exacte et donc

que l'estimation est correcte.
Evaluons maintenant l'incertitude ou plus précisément I'écart type de Aa. En effet Aa est nul en moyenne sur un grand
nombre d'expérience mais si on en fait une seule ... La variance vaut par définition var (x) :<(X— (X))2> donc ici

ZE(c)xi _ 2x,” - E(c?) o’

3 > soit S eton évalue s” par

2 2 -
(ZXk) (ZXk) ZXi N-1
qui suppose entre autre que les écarts sont dus uniquement aux incertitudes sur y et non a la fonction elle-méme (Ex. 1 : dans
I'étude de la chute libre on néglige les frottements fluides; Ex. 2 : utilisation des formules approchées des courbes de dosage)

ou aux incertitudes sur x. En effet J = Z(yk —a,X, )2 ; Z(ck )2 et 0= Z(ck )2 /N, le calcul exact conduisant a

remplacer N par N-1. L'écart type est la racine de la variance.

min

var (a)=(Da’) ce qui donne aprés calcul var(a) = , ce

C Deux paramétres

On dispose de N mesures yy et x,. On suppose x mesurée exactement et y bruitée, c'est-a-dire y,=f(xx)+cy, cx étant le bruit
variable aléatoire indépendante de moyenne nulle et de variance G, f étant une fonction de x et de paramétres a;. Rappel (voir §

III-C) : on linéarise au voisinage du minimum soit y, = ZGiofi (xk ) tc, =a,- f(xk ) + ¢, , on estime ajo par
i

a, =a,, +Aa, etonobtient Aa, en résolvant (écriture matricielle) J", -Aa, =J",. On se place au minimum de J (J'=0),
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on a donc J'(go) = J'(g)min +J".(—KZZ) =—J".(—Z:1) soit Aa =—(J")_l -J " avec

r., of

. of L w
J (= Z-Z(yk—f(xk,a))-aj(xk): Z.ECk -aT(Xk). On montre alors que l'espérance de Ag est nulle et donc que
i k i

1

i
-1
l'estimation est correcte. On obtient la matrice de covariance de Ag par Z(J ") 67 et on évalue s* par Juin/(N-n), n étant le

J . 5 J_. 5
nombre de paramétres. La variance de a; est donc —=2— (2] el ) et la covariance entre a; et aj —== (2] -l ) )

N-n i N-n U
D Isocritére

Les courbes d'isoprobabilités et d'isocritéres se confondent. En particulier, la corrélation entre les deux paramétres est liée
a l'orientation de l'isocritére. Si les axes de l'ellipse sont confondus avec les axes a et b, les deux valeurs a et b ne sont pas

corrélées.
b b
16!
8
0
0
-8 -164
0 08 1.6 . 1 i) 1 2 3 .
Fig. 10 y=a+b.t Points exp. autour de 0 0 Fig. 11 y=a+b.t points exp. autour de 100 100
E Biais
On reprend I'é¢tude du §2 avec v, mesuré exactement et x, bruité : x, =y, /a-+c, . En développant I'estimation de a on
Nag? .
trouve : Aa = Wde valeur moyenne non nulle. La valeur de a est donc "fausse" en ce sens que méme en moyenne
_|_
Xk (&)

le a estimé sera différent du a optimum (réel ?). Pour évaluer I'ordre de grandeur de ce biais, supposons la mesure relativement
précise de maniére a négliger s* au dénominateur et appelons (x) la valeur quadratique moyenne de x, on obtient :

Aa 2

— = donc un biais relatif d'ordre l'incertitude relative au carré.
a X

F Student

Jusqu'a présent on a confondu écart type et incertitude. Si on connait parfaitement la variable aléatoire (moyenne et écart

type) on peut trouver la probabilité de trouver a=ay, on trouve que la probabilité de trouver a dans l'intervalle a,>3c est de

95 %. Le probléme est ici que 1'on a seulement une estimation de ces grandeurs et donc a I'imprécision liée au s'ajoute le fait
que le a estimé est lui-méme aléatoire. La formule de Student permet de résoudre ce probléme : celle-ci donne le coefficient
par lequel il faut multiplier ¢ pour avoir un intervalle de confiance a x % (par ex 95 %) avec N expériences. Voir bibliographie

[11.[2].

G Influence des bornes

Pour vérifier si le comportement d'un systéme obéit & une équation donnée, il faut bien sir faire 1'étude sur une large
gamme de variation. Toute fonction est localement assimilable a une droite. Si tel est le cas on ne peut trouver que deux
coefficients : 'équivalent de la pente et 'ordonnée a 'origine. Mathématiquement cela se traduit par des matrices mal
conditionnées, i.e. dont le calcul de l'inverse conduit a des erreurs d'arrondis.

Exemple : charge de condensateur E=E (1-e’t/ ‘ ), détermination de E, et t . Pour une mesure sur 27, on obtient des

précisions de 0,6 et 1,3 %, pour une mesure sur 7 /2 11 et 22 %.

Exemple 2 [6]: 1'é¢tude de la fonction log(P)=A-B/T-C.log(T) (P pression de vapeur saturante a T (en K)) sur un intervalle
restreint & 80-120 /C conduit a un terme C.log(T) de 'ordre de 10 variant de 0.2, un terme B/T de 1'ordre de 7,5 variant de 0,8
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alors que l'incertitude sur log(P) est de 'ordre de 0,05. Le terme C est donc quasi inaccessible.

H Influence du nombre de points

Dans [2], on montre que 1'on n'augmente pas sensiblement la précision d'une mesure en prenant un grand nombre de
mesures. Le cas ici est 1égerement différent en ce sens que pour vérifier une loi, il faut le faire sur un intervalle assez grand de
la variable explicative ('6), mais le résultat est le méme : la détermination d'un paramétre de la loi ne nécessite pas forcément

un grand nombre de points. La précision est proportionnelle a 1 / JN. Le passage de 25 a 250 points augmente donc la
précision d'un facteur 3 environ mais multiplie le temps de calcul par 10.

V. Justesse de la fonction

A Présentation

On a jusqu'a présent supposé que la fonction était correcte. Pour vérifier ceci, on peut utiliser des méthodes simples.

Visualisation : les points expérimentaux doivent étre répartis aléatoirement autour de la courbe théorique.

Comparaison : on compare plusieurs fonctions et on prend celle donc I'écart est la moins grand. Il ne faut pas pousser ce
raisonnement trop loin, car on peut toujours améliorer la précision en ajoutant un paramétre supplémentaire (augmentation du
degré du polynéme). On s'apercoit que le paramétre supplémentaire est non significatif a I'ordre de grandeur de l'incertitude sur
celui-ci.

B Méthode du 7?
hl Xi—m)2
2

Soit une variable aléatoire x d'espérance X, et d'écart-type F, alors 2
i=1 (&

liberté. Pour ¢ ? (m) la moyenne est m, le maximum en (m-2) et la variance 2m, (soit un écart-type de ~/2m ). La valeur de la
y yp

suit une loi du ¢ > a m=N-1 degrés de

moyenne est quasi évidente d'aprés la définition de la variance. Ceci implique que pour des valeurs assez grandes de m, on a
une valeur du c 2 / m qui doit étre proche de 1, avec un écart de 1'ordre de 1 / Jm.

C Nouvelle expression du critére

A l'aide du %, on peut vérifier si une fonction décrit correctement une loi a condition de connaitre les incertitudes de

mesure.
N (y,-f(xpa))’

On généralise I'expression précédente pour une fonction y=f(x) sous la forme Z 5
i=1 Oi

ou ©; représente la

variance de y; et a les n paramétres de f.

La variable aléatoire J suit une loi du ¢ > 2 m=N-n-1 degrés de liberté. Si la valeur de J/m est plus grande que 1, c'est que
la fonction est mal adaptée, les incertitudes de mesure n'arrivant pas a justifier I'écart entre grandeurs expérimentales et
calculées. Si la fonction J/m est plus petite que 1, ¢a marche trop bien ! :

e soit les incertitudes ont été surévaluées

e soit la fonction a un nombre de paramétres trop important (équation polynomiale d'ordre important par exemple).

e soit les résultats ont été modifiés (élimination ou "correction" des valeurs "aberrantes")

VI. Annexe

A Dérivation
La dérivation numérique est une opération posant des problémes de précision. Si on définit y,, = Y Yien , l'incertitude
Xk Xk+l
méme raisonnable sur y risque de devenir importante sur la différence. On a donc intérét pour dériver de lisser d'abord, soit
mathématiquement (polyndme) soit physiquement (modele adapté) et a dériver ensuite.

B Runge-Kunta

On opére avec un pas de dt sur x'=f(x,t)
k0:6t.f(Xk,tk)

k1=0t.f(x,tk0/2,t+5t/2)

k2=0t.f(x,+k 1/2,t,+6t/2)
k3=6t.f(x;t+k2,t;+06t)
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1=tk
X1 =X H(k0+2 .k 1+2 k2+k3)/6
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